
Çàäà÷à 1.

Ïóñòü f : R2 → R òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà ABCD íà ïëîñêî-
ñòè f(A) + f(B) + f(C) + f(D) = 0. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî f(P ) = 0
äëÿ ëþáîé òî÷êè P íà ïëîñêîñòè?

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ:

Ðàññìîòðåíà êîíñòðóêöèÿ èç íåñêîëüêèõ êâàäðàòîâ, íî áåç äàëüíåéøå-
ãî ðàçâèòèÿ � 1 á.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî f(A) + f(B) = 0, ãäå A è B - äâå âåðøèíû
ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ êâàäðàòà AA1BB1 - 5 á.

Ïîëíîå ðåøåíèå � 10 á.

Çà íåáîëüøóþ àðèôìåòè÷åñêóþ îøèáêó ñíèìàåòñÿ 1 á.

Çà íåáîëüøóþ ëîãè÷åñêóþ îøèáêó ñíèìàåòñÿ 2 á.

Ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
è èñïîëüçîâàíèå ïðåäåëîâ � 0 á.



Çàäà÷à 2.

Ïóñòü äàí òåòðàýäð ñ ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèìèñÿ ðåáðàìè äëèíû a è
d, b è e, c è f ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåì V òàêîãî òåòðàýäðà
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

144V 2 = a2d2(b2+ e2+ c2+f 2−a2−d2)+ b2e2(a2+d2+ c2+f 2− b2− e2)+

+c2f 2(a2 + d2 + b2 + e2 − c2 − f 2)− (bcd)2 − (ace)2 − (abf)2 − (def)2.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ:

Èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà îáúåìà òåòðàýäðà, âûðàæåííàÿ ÷åðåç ñìåøàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå � 2 á.

Êâàäðàò îáúåìà òåòðàýäðà âûðàæåí ÷åðåç îïðåäåëèòåëü Ãðàìà � 5 á.

Ïîëó÷åí îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîäåðæàùèé êâàäðàòû äëèí ñòîðîí
(èñïîëüçîâàíà òåîðåìà êîñèíóñîâ èëè âûïèñàí îïðåäåëèòåëü Êýëè-Ìåíãåðà)
� 8 á.

Ðàñêðûò è óïðîùåí îïðåäåëèòåëü, äîêàçàíî òðåáóåìîå â óñëîâèè ðà-
âåíñòâî � 10 á.



Çàäà÷à 3.

Ïóñòü f : [0,∞) → (0,∞)� ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ. Îáÿçàòåëüíî ëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë∫ ∞

0

|(f(x+ 1))2 − f(x)f(x+ 2)|
f(x)f(x+ 1)f(x+ 2)

dx ?

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ:

Ïðèâåäåíû ïîòåíöèàëüíî ïîëåçíûå ñïðàâåäëèâûå îöåíêè-íåðàâåíñòâà
� 1 á.

Åñòü îäíà èç îöåíîê ïî àâòîðñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è � 2 á.

Ïðèâåäåíû òðè è áîëåå îöåíêè, ïðè ýòîì åñòü îøèáêè è/èëè ïåðåõîäû
íå îáîñíîâàíû � 4 á.

Îöåíêà ñ íåðàâåíñòâîì ïîëíîñòüþ òî÷íàÿ, íî íåò ïðîäâèæåíèÿ äàëüøå
� 5 á.

Íå õâàòàåò òî÷íîñòè îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà/ðÿäà, äîïó-
ùåíû îøèáêè â ïåðåõîäàõ ìåæäó íåðàâåíñòâàìè � 6 á.

Íå õâàòàåò òî÷íîñòè îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà/ðÿäà, äîïó-
ùåíû òåõíè÷åñêèå îøèáêè � 7 á.

Íå õâàòàåò òî÷íîñòè îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà/ðÿäà � 8 á.

Ïîëíîå òî÷íîå ðåøåíèå � 10 á.



Çàäà÷à 4.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

d

dt
X = X2,

ãäå X(t) � ìàòðèöà n×n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ detX = 0. Èçâåñò-
íî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, çàäàí-
íûõ íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå, íî ñóùåñòâóþò íåïðîäîëæàåìûå ðåøå-
íèÿ, çàäàííûå íà íåîãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ òèïà (t∗; +∞) è (−∞; t∗).
Íàéòè n.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ:

Ðàçîáðàí ñëó÷àé n = 1 � 1 á.

Ðàçîáðàí ñëó÷àé n = 1 è ñîâåðøåíû íåêîòîðûå äàëüíåéøèå øàãè äëÿ
äðóãèõ n � 2 á.

Ðàçîáðàí ñëó÷àé n = 1 è ñîâåðøåíû íåêîòîðûå äàëüíåéøèå øàãè ñ
íåïîëíûì îáîñíîâàíèåì, íå ïðèâîäÿùèå ê âåðíîìó îòâåòó, íî ïîêàçûâà-
þùèå ïîíèìàíèå íàïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿ � 3 á.

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè n = 1 è n ≥ 3 ñ âåðíûì îáîñíîâàíèåì � 4 á.

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè n = 1 è n ≥ 3 ñ âåðíûì îáîñíîâàíèåì è äëÿ n = 2
ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé - 6 á.

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè n = 1 è n ≥ 3 ñ âåðíûì îáîñíîâàíèåì. Äëÿ ñëó÷àÿ
n = 2 ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå, ñîäåðæàùåå îøèáêè � 7 á.

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè n = 1 è n ≥ 3 ñ âåðíûì îáîñíîâàíèåì. Äëÿ ñëó÷àÿ
n = 2 ïðèâåäåíî íåñòðîãîå/íåâíÿòíîå îáîñíîâàíèå � 8 á.

Ïðèâåäåíî âåðíîå ðåøåíèå � 10 á.



Çàäà÷à 5.

Çàäàíû ìíîæåñòâà R1 è R2:

R1 = {a+ b · i | a ∈ Z, b ∈ Z} , R2 =
{
a+ b ·

√
3 · i

∣∣∣ a ∈ Z, b ∈ Z
}
.

Äëÿ ìíîæåñòâ R1 è R2 ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè
fi : Ri → N ∪ {0}, i = 1, 2, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ z ∈ Ri âûïîëíåíî fi(z) = 0 ⇔ Re z = Im z = 0;

2) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ u, v ∈ Ri èìååì ëèáî u = w · v äëÿ
íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî w ∈ Ri, ëèáî 0 < fi(a · u − b · v) < fi(v) äëÿ
íåêîòîðûõ a, b ∈ Ri.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ:

Áàëëû, ïîëó÷åííûå çà ïåðå÷èñëåííûå íèæå ïóíêòû 1�3, ñêëàäûâàþò-
ñÿ.

1. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ R1 � 3 á.

Åñëè äëÿR1 ïðèâåäåíà ïîäõîäÿùàÿ ôóíêöèÿ f1 áåç äîêàçàòåëüñòâà
ñâîéñòâà ′′2)′′ � 1 á.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ f2 ñëåäóåò, ÷òî R2 ÿâ-
ëÿåòñÿ îáëàñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ (èëè ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì)
� 3 á.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî R2 íå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ãëàâíûõ èäåà-
ëîâ (èëè ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì) � 4 á.



Çàäà÷à 6.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî x ∈ R \ Q ÿâëÿåòñÿ L�÷èñëîì, åñëè äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ñóùåñòâóþò öåëîå ÷èñëî k ∈ Z è íàòóðàëüíîå
÷èñëî m ∈ N, áîëüøåå 1, òàêèå, ÷òî∣∣∣∣x− k

m

∣∣∣∣ ⩽ 1

mn
.

a) Ïðèâåñòè ïðèìåð L�÷èñëà.

b) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî L âñåõ L�÷èñåë èìååò êîíòèíóàëüíóþ ìîù-
íîñòü.

c) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε ∈ (0; +∞) íàéäóòñÿ òàêèå
ñ÷¼òíûå íàáîðû ÷èñåë (an(ε) ∈ R | n ∈ N) è (bn(ε) ∈ R | n ∈ N), ÷òî

1. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà n ∈ N âåðíî an(ε) < bn(ε),

2. ðÿä
+∞∑
n=1

(bn(ε)− an(ε)) ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì
+∞∑
n=1

(bn(ε)− an(ε)) < ε,

3.

L ⊂
+∞⋃
n=1

(an(ε); bn(ε)) .

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ:

Áàëëû, ïîëó÷åííûå çà ïåðå÷èñëåííûå íèæå ïóíêòû 1-3, ñêëàäûâàþòñÿ.

1. Ïóíêò ′′a)′′ - 2 á.

Åñëè íå îáîñíîâàíî òî, ÷òî ïðèâåäåííîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèî-
íàëüíûì, òî ñíèìàåòñÿ 1 á.

2. Ïóíêò ′′b)′′ - 3 á.

3. Ïóíêò ′′c)′′ - 5 á.

Åñëè â ïóíêòå ′′c)′′ ïðèâåäåíî òîëüêî ñâåäåíèå ê ïîêðûòèþ L−÷èñåë
íà îòðåçêå, òî çà ýòîò ïóíêò - 1 á.


