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Çàäà÷à 1.

Ïóñòü A,B ∈ Mn×n(R) ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû òàêèå, ÷òî

(AB +BA− A2 − In)
2 = AB2 −B2A.

Íàéòè rank(A2 +B2).

Çàäà÷ó ïðåäëîæèëè Pirmyrat Gurbanov è Murat Chashemov èç IUHD.

Êðèòåðèè ê îöåíèâàíèþ:

Óêàçàíî è îáîñíîâàíî, ÷òî AB2 = B2A - 2 á.

Åñëè èç òîãî, ÷òî AB2 = B2A èëè èíûì ïóòåì äîêàçàíî, ÷òî
AB +BA = A2 + In - 4 á.

Ñëåäóþùèå áàëëû íà÷èñëÿþòñÿ ïðèáàâëåíèåì:

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå x⃗ ̸= 0⃗ : Ax⃗ = Bx⃗ = 0⃗ èëè äîêàçàíî, ÷òî
ker(A) ∩ ker(B) ̸= {⃗0} +3 á.

Äîêàçàíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå det(A2 +B2) = 0 âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ
+3 á.

Óêàçàíî, ÷òî A è B - ñèììåòðè÷åñêèå, ñëåäîâàòåëüíî äèàãîíàëèçóåìû
+1 á. (áîíóñ, òî åñòü äîáàâëÿåòñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî áàëëîâ ìåíüøå 10).



Çàäà÷à 2.

Íà ïëîñêîñòè áåç ñèñòåìû êîîðäèíàò çàäàíà ãèïåðáîëà. Êàê, èñïîëüçóÿ
òîëüêî öèðêóëü (èìåþùèé áåñêîíå÷íûé ðàñòâîð è ñîõðàíÿþùèé åãî) è
ëèíåéêó (áåç äåëåíèé è ñ îäíîé ñòîðîíîé áåñêîíå÷íîé äëèíû), ïîñòðîèòü
öåíòð ñèììåòðèè ãèïåðáîëû (òî åñòü òî÷êó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:
äëÿ êàæäîé òî÷êè ôèãóðû ñèììåòðè÷íàÿ åé òî÷êà îòíîñèòåëüíî äàí-
íîé òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîé ôèãóðå)? Îïèñàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ è
îáîñíîâàòü åãî.

Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Âëàäèìèð Êðàñíîâ èç ÐÓÄÍ.

Êðèòåðèè ê îöåíèâàíèþ:

Âåðíîå ðåøåíèå ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì - 10 á.

Âåðíî óêàçàíà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì
îáîñíîâàíèÿ íåò - 3 á.

Íàéäåíû äâå òî÷êè ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè - 2 á.

Èñïîëüçîâàíî íåñêîëüêî ïàðàëëåëüíûõ õîðä - 1 á.



Çàäà÷à 3.

Íàéòè 2023-þ ïðîèçâîäíóþ àðêòàíãåíñà:

d2023

dx2023
arctan(x).

Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ëåîíèä Ðîññîâñêèé èç ÐÓÄÍ.

Êðèòåðèè ê îöåíèâàíèþ:

Ïðèâåäåíî ïîëíîå ðåøåíèå - 10 á.

Çàïèñàíî èòîãîâîå âûðàæåíèå (arctan(x))(n) â äåéñòâèòåëüíîé ôîðìå
- 9 á.

Çàïèñü âûðàæåíèé x± i â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå - 7 á.

Çàïèñàíî èòîãîâîå âûðàæåíèå (arctan(x))(n) â êîìïëåêñíîé ôîðìå
- 5 á.

Íàéäåíû ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà n êàæäîé äðîáè 1
x±i - 3 á.

Â ðàáîòå çàïèñàíî ïðåäñòàâëåíèå 1
1+x2 =

1
2i(

1
x−i −

1
x+i) - 2 á.

Âåðíàÿ ïðîèçâîäíàÿ arctan(x) - 1 á.



Çàäà÷à 4.

Íà ïðîìåæóòêå [1,+∞) ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå:

y′ − y2 +
3my

x
− 2m2

x2
= 0.

a) Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè m = 1.

á) Âûÿñíèòü ñóùåñòâóåò ëè ïðè m = 1 ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðå-
äåëåííîå âî âñåõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà [1,+∞).

â) Óêàçàòü ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðàm, ïðè êîòîðûõ ó óðàâ-
íåíèÿ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå âî âñåõ òî÷êàõ
ïðîìåæóòêà [1,+∞)?

Çàäà÷ó ïðåäëîæèëà Èðèíà Àñòàøîâà èç ÌÃÓ.

Êðèòåðèè ê îöåíèâàíèþ:

Íà âñå 3 âîïðîñà äàíû îáîñíîâàííûå îòâåòû - 10 á.

Åñòü ìåëêèå ïîãðåøíîñòè - 9 á.

Ðåøåíû à),á), à â â) ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, èëè íåâåðíî ðåøå-
íî êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè
äèñêðèìèíàíòà - 8 á.

Ïóíêòû à), á) ðåøåíû âåðíî, ñäåëàíû øàãè â ðåøåíèè â) áåç ïðàâèëü-
íîãî çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ èëè ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå à), á), â) - 7 á.

Ðåøåíû à) è á) - 6 á.

Ðåøåíî çàäàíèå à), åñòü âåðíûé øàã â ðåøåíèè á) èëè â) - 5 á.

Íàéäåíî ðåøåíèå à), èëè àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèè à) è â) -
4 á.

Ðåøåíèå à) ñ àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêîé - 3 á.

Çàïèñàíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â êâàäðàòóðàõ áåç âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
èëè ñäåëàíû ïðàâèëüíûå çàìåíû â à) è â) áåç äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ - 2
á.

Ñäåëàíà âåðíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â à) - 1 á.



Çàäà÷à 5.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R ÿâëÿåòñÿ òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé íà R, ïðè÷¼ì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ R èìååì:

f(x) < 0; f ′(x) > 0; f ′′(x) < 0; f ′′′(x) > 0,

à êðîìå òîãî:
27 · f ′′′(x) + f(x) ⩽ 0.

à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

3 · f ′(x) + 2 · f(x) < 0.

á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì ïåðå÷èñëåí-
íûì óñëîâèÿì.

Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Àëåêñåé Áåëÿåâ èç ÐÓÄÍ.

Êðèòåðèè ê îöåíèâàíèþ:

Ïðåäîñòàâëåíî ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòîâ à) è á) - 10 á.

Äîêàçàíî èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ âåðíû è äëÿ 4
ïðîèçâîäíîé - 4 á.

Ïðèâåäåí âåðíûé ïðèìåð â ïóíêòå á) - 2 á.

Ïðèâåäåí íåâåðíûé ïðèìåð â ïóíêòå á) - 0 á.

Ðåøåíî äëÿ ôóíêöèè ÷àñòíîãî âèäà (íàïðèìåð: äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, äëÿ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýêñïîíåíò ...) - 0 á.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, èñõîäÿ èç íåâåðíî ïîñòðîåííîãî îòðèöàíèÿ (íà-
ïðèìåð, ÷òî 2f(x) + 3f ′(x) ≥ 0 ïðè ëþáîì õ) - 0 á.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà â íîâûõ òåðìèíàõ (íàïðèìåð: èñïîëüçîâàíèå ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé, çàìåíà g(x) = f(3x) ) - ñàìî ïî ñåáå íå
äîáàâëÿåò áàëëîâ.


